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Введение. При решении задач вариационными методами возникает необходи-
мость построения функционалов, критические точки которых совпадают с решения-
ми исходных уравнений. Исследование проблемы построения искомых функционалов
начинается с проверки выполнения условий потенциальности соответствующих опе-
раторов. Для дифференциальных уравнений без отклонения аргументов имеются
эффективные методы, позволяющие проверять потенциальность соответствующих
операторов [5].

Отметим, что первыми вариационными задачами для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с отклоняющимися аргументами занимались Эльсгольц Л.Э.[6],
Каменский Г.А.[1]. Исследование существования решения обратной задачи вариаци-
онного исчисления для уравнений с отклоняющимися аргументами начаты в работах
Савчина В.М.[4] и Попова А.М.[2],[3].

Пусть задано операторное уравнение

N(u) = 0, u ∈ D(N),

где N : D(N) ⊆ U → V , U, V – линейные нормированные пространства над полем
действительных чисел R.

Будем предполагать, что в каждой точке u ∈ D(N) существует производная Гато
N ′

u так, что δN(u, h) = N ′
uh.

Пусть на V × U задана некоторая билинейная форма < ., . >: V × U → R.
Как известно [5], оператор N называется потенциальным относительно заданной

билинейной формы < ., . >, если существует функционал FN [u] : D(FN) ≡ D(N) →
R, такой, что δFN(u, h) =< N(u), h > ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′

u).
В дальнейшем нам понадобится критерий потенциальности вида

< N ′
uh, g >=< h,N ′

ug > ∀u ∈ D(N), ∀h, g ∈ D(N ′
u).

Постановка задачи. Условия потенциальности.
Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение в частных производных с

отклоняющимися аргументами:
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N(u) ≡ f(x, u(k)
α (x, t+ λτ)) = 0, k = 0, l; |α| = 0, s;

λ = −1, 1; τ > 0, (1)

где (x, t) ∈ Q = Ω × (t1, t2); Ω – ограниченная область в Rm с кусочно-гладкой
границей ∂Ω; t2 − t1 > 2τ ; u – неизвестная функция из класса Cs,l

x,t(Qτ ) = U , Qτ =
Ω× (t1 − τ, t2 + τ);

u(k)
α =

∂k∂αu

∂tk
; ∂α =

∂|α|

(∂x1)α1 ...(∂xm)αm
; α = (α1, ..., αm) ∈ Zm

+ ; |α| =
m∑

i=1

αi;

f – заданная достаточно гладкая функция.
Зададим область определения оператора N равенством

D(N) =


u ∈ U : ∂ku

∂tk
= ϕ1k(x, t) (x ∈ Ω; t ∈ [t1 − τ, t1]; k = 0, l0),

∂ku
∂tk

= ϕ2k(x, t) (x ∈ Ω; t ∈ [t2, t2 + τ ]; k = 0, l0),(
∂νu
∂nν

x

)∣∣∣
Γτ

= ψν(x, t) (ν = 0, s0).

 . (2)

Здесь ϕik, ψν заданные функции; Γτ = ∂Ω × (t1 − τ, t2 + τ); Числа l0 и s0 связаны
соответственно с l и s. Если l, s− четны, то l0 = l

2
− 1, s0 = s

2
− 1. При нечетном l, s

полагаем l0 = l+1
2
− 1, s0 = s+1

2
− 1.

Зададим билинейную форму со сверткой вида

< v, g >=

t2∫
t1

∫
Ω

v(x, t)Bg(x, t)dxdt, (3)

где Bg(x, t) = g(x, t2 − t).
Под решением задачи (??), (??) понимается функция u ∈ Cs,l

x,t(Qτ ), удовлетворя-
ющая уравнению (??) и краевым условиям (??).

Обозначим

Dα =
d|α|

(dx1)α1 ...(dxm)αm
; (4)

(
α
β

)
=


(

α1

β1

)
...
(

αm

βm

)
=

m∏
i=1

(
αi

βi

)
, если αi ≥ βi,

0, если αi < βi,
(5)

где (
αi

βi

)
=

αi!

(βi!(αi − βi)!)
≡ Cβi

αi
.

В дальнейшем по повторяющимся индексам сомножителей, расположенным на
разных уровнях, подразумевается суммирование.

Используя введеные выше обозначения (??) - (??), можно доказать, что cправед-
лива



Теорема. Для того, чтобы оператор (??) был потенциальным на множестве (??)
относительно билинейной формы (??), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись
следующие условия:

(−1)|α|+k+νCν
k

(
α

β

)
BDk−ν

t Dα−β

(
∂f

∂(uα)(k)(x, t+ λτ)

)∣∣∣∣
t→t−λτ

=

=
∂f

(∂uβ)(ν)(x, t− λτ)
(6)

∀(x, t) ∈ Ω× (t1, t2); ∀u ∈ D(N); |β| = 0, s, ν = 0, l,

где (f(x, t))|t→t−λτ = f(x, t− λτ); Dk
t - полная производная по t порядка k.

Пример. Рассмотрим оператор N уравнения с отклоняющимися аргументами
вида

N(u) ≡
1∑

λ=−1

{−ai∂
2u(x, t+ λτ)

(∂xi)2
+ k

∂u(x, t+ λτ)

∂t
} = 0 (7)

∀(x, t) ∈ Q = Ω× (0, T ),

где u = u(x, t)− неизвестная функция; ai = const 6= 0 (i = 1, 2),

k = const > 0; Ω = {x = (x1, x2) : ((x1)2 + (x2)2)
1
2 ≤ r, r > 0}.

Зададим область определения данного оператора равенством

D(N) =


u ∈ U = C2(Qτ ) :

u(x, t) = ϕ1(x) ∀x ∈ Ω, t ∈ [−τ, 0],
u(x, t) = ϕ2(x) ∀x ∈ Ω, t ∈ [T, T + τ ]

u|Γτ = 0, ∀x ∈ Ω,

 ,

где ϕi ∈ C(Ω) (i = 1, 2), Γτ = ∂Ω× (−τ, T + τ), Qτ = Ω× (−τ, T + τ).
Непосредственным вычислением можно убедится, что для заданного оператора

(??) выполняются условия (??). Следовательно, оператор (??) является потенциаль-
ным.

Соответствующий функционал имеет вид

WN [u] = −1

2

1∑
λ=−1

T∫
0

∫
Ω

[ku(x, t+ λτ)
∂u(x, T − t)

∂t
−

−ai∂u(x, t+ λτ)

∂xi

∂u(x, T − t)

∂xi
]dxdt, u ∈ D(N).
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АНАТАЦИЯ

Получены необходимые и достаточные условия существования вариационных прин-
ципов для краевых задач для дифференциальных уравнений в частных производных
с отклоняющимися аргументами.



ДОПОЛНЕНИЕ

Доказательство. Найдем производную Гато данного оператора

N ′
uh =

(
d

dε
N(u+ εh)

)∣∣∣∣
ε=0

=

=
1∑

λ=−1

∂f(x, t, u
(k)
α (x, t− λτ))

∂u
(k)
α (x, t− λτ)

h(k)
α (x, t− λτ).

Тогда используя формулы (4), (6) получаем

< N ′
uh, g >=

=
1∑

λ=−1

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

∂f(x, t, u
(k)
α (x, t+ λτ))

∂u
(k)
α (x, t+ λτ)

h(k)
α (x, t+ λτ)Bg(x, t)dxdt. (8)

Интегрируя по частям и учитывая, что допустимые вектор-функции h и g удовле-
творяют условиям (

∂kg

∂tk

)
=

(
∂kh

∂tk

)
= 0, k = 0, l0,

t ∈ [t1 − τ, t1], t ∈ [t2, t2 + τ ](
∂kg

∂nν
x

)∣∣∣∣
Γτ

=

(
∂kh

∂nν
x

)∣∣∣∣
Γτ

= 0, ν = 0, s0, (9)

из равенства (8) находим
< N ′

uh, g >=

=
1∑

λ=−1

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

(−1)|α|+kDk
tDα

(
∂f

∂u
(k)
α (x, t+ λτ)

Bg(x, t)

)
h(x, t+ λτ)dxdt.

Сделаем замену переменных t+ λτ = t′.

< N ′
uh, g >=

=

t2+2τ∫
t1

∫
Ω

(−1)|α|+kDk
t′Dα

(
∂f

∂u
(k)
α (x, t′)

Bg(x, t′ − τ)

)
h(x, t′)dxdt′+

+

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

(−1)|α|+kDk
t′Dα

(
∂f

∂u
(k)
α (x, t′)

Bg(x, t′)

)
h(x, t′)dxdt′+

+

t2∫
t1−2τ

∫
Ω

(−1)|α|+kDk
t′Dα

(
∂f

∂u
(k)
α (x, t′)

Bg(x, t′ + τ)

)
h(x, t′)dxdt′.



Заметим, что в силу области определения оператора N

t1∫
t1−τ

h(x, t)dt =

t2+τ∫
t2

h(x, t)dt = 0, ∀x ∈ Ω,

t2+2τ∫
t2+τ

Bg(x, t− τ)dt =

t1−τ∫
t1−2τ

Bg(x, t+ τ)dt = 0, ∀x ∈ Ω.

Тогда имеем

t1∫
t1−τ

Ψ(x, t)dt+

t2+2τ∫
t1

Ψ(x, t)dt−
t2+2τ∫

t2+τ

Ψ(x, t)dt =

t2+τ∫
t1−τ

Ψ(x, t)dt, ∀x ∈ Ω,Ψ(x, t) ∈ D(N),

−
t1−τ∫

t1−2τ

Ψ(x, t)dt+

t2∫
t1−2τ

Ψ(x, t)dt+

t2+τ∫
t2

Ψ(x, t)dt =

t2+τ∫
t1−τ

Ψ(x, t)dt, ∀x ∈ Ω,Ψ(x, t) ∈ D(N).

Следовательно,
< N ′

uh, g >=

=
1∑

λ=−1

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

(−1)|α|+kDk
tDα

(
∂f

∂u
(k)
α (x, t)

Bg(x, t− λτ)

)
h(x, t)dxdt.

Применяя формулу Лейбница, отсюда получаем

< N
′

uh, g >=

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

(−1)|α|+k

l∑
ν=0

s∑
|β|=0

Cν
k

(
α

β

)
×

×Dk−ν
t Dα−β

(
∂f

∂u
(k)
α (x, t)

)
∂ν

∂tν
(Bgβ(x, t− λτ))h(x, t)dxdt. (10)

Так как
t2+τ∫

t1−τ

∫
Ω

v(x, t)
∂ν

∂tν
(Bgβ(x, t− λτ))h(x, t)dxdt =

=

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

(−1)νBv(x, t)Bh(x, t)gν
β(x, t− λτ)dxdt.

Равенство (10) может быть записано в виде

< N ′
uh, g >=

1∑
λ=−1

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

l∑
ν=0

(−1)|α|+k+ν

s∑
|β|=0

Cν
k

(
α

β

)
·



B[Dk−ν
t Dα−β

∂f

∂u
(k)
α (x, t)

]gν
β(x, t− λτ)Bh(x, t)dxdt. (11)

С другой стороны имеем

< N ′
ug, h >=

1∑
λ=−1

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

∂f

∂u
(k)
α (x, t)

gk
α(x, t+ λτ)Bh(x, t)dxdt =

=
1∑

λ=−1

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

∂f

∂u
(k)
β (x, t)

gν
β(x, t+ λτ)Bh(x, t)dxdt =

=
1∑

λ=−1

t2+τ∫
t1−τ

∫
Ω

∂f

∂u
(k)
β (x, t)

gν
β(x, t− λτ)Bh(x, t)dxdt. (12)

Используя (11), (12), получим

< N
′

uh, g > − < N ′
ug, h >=

1∑
λ=−1

t2=τ∫
t1−τ

∫
Ω

s∑
|β|=0

[
(−1)|α|+k+νCν

k

(
α

β

)
·

BDk−ν
t Dα−β

(
∂f

∂u
(k)
α (x, t)

)∣∣∣∣∣
t→t+λτ

− ∂f

∂u
(k)
β (x, t)

]
gν

β(x, t− λτ)Bh(x, t)dxdt ∀u ∈ D(N), ∀g, h ∈ D(N ′
u).

В силу симметричности

< N
′

uh, g >=< N ′
ug, h > ∀u ∈ D(N), ∀g, h ∈ D(N ′

u).

Отсюда заключаем, что условие

(−1)|α|+k+νCν
k

(
α

β

)
BDk−ν

t Dα−β

(
∂f

∂u
(k)
α (x, t+ λτ)

)∣∣∣∣∣
t→t−λτ

=

=
∂f

∂uν
β(x, t− λτ)

являются необходимыми и достаточными для потенциальности оператора (4) в об-
ласти определения (5) относительно билинейной формы (6) ч.т.д.


